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Uvod
°

Historie teorie nahodnych matic

@ 1930 — prvni zminky o ndhodnych maticich, ziistavaji na okraji
zajmu

@ 50. léta (Eugene Wigner) — uziti nahodnych matic v
matematické fyzice pfi feSeni alohy na vlastni ¢isla
hamiltonianu jader tézkych prvka

e 1973 (Montgomery) — nalezeni vazby mezi nadhodnymi
maticemi a Riemannovou hypotézou

e 80. léta (Bohigas, Giannoni, Schmit) — objev spojeni mezi
nadhodnymi maticemi a teorii chaosu, aplikace v mnoha
oborech, napf¥. ekonomii, biologii, dopravé...
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Uvod
°

Zavedeni ndhodnych matic

@ nahodnou matici minime libovolnou matici, jejiz prvky jsou
nahodna cisla

o dale budeme uvazovat pouze Ctvercové matice, zajimaji nas
totiz spektra matic

@ prvky vétsinou uvazujeme gaussovsky rozdélené (standardni
Gaussovo rozdéleni)

@ vétSina poznatki o ndhodnych maticich je platna pouze pro
matice velkych rozméra

@ pokud na strukturu matice neklademe zadné specialni naroky,
hovofime o tzv. obecnych maticich
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Tridy ndhodnych matic
®0

Hermitovské ndhodné matice

matice tridy GOE (Gaussian orthogonal ensemble):

@ jde o realné symetrické matice
@ pro rozdéleni prvki plati:

o Vien: a,-,-~J\/(0,2)

o i#j:a;~N(0,1)

e pokud A € GOE, U je ortogonalni, pak UTAU € GOE
matice tridy GUE (Gaussian unitary ensemble):
@ jedna se o komplexni hermitovské matice
@ realné Casti prvkl maji stejné rozdéleni jako prvky matic GOE
@ imaginarni ¢asti mimodiagonalnich prvki maji stejné rozdéleni
jako jejich realné casti

o pokud A € GUE, U je unitarni, pak U”AU € GUE
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Tridy ndhodnych matic
oce

Hermitovské ndhodné matice

matice tridy GSE (Gaussian symplectic ensemble):

@ jde o kvaternionové hermitovské matice sudého fadu

@ pro rozdéleni redlnych Easti prvki plati stejna pravidla jako pro
GOE

@ imaginarni ¢asti mimodiag. prvki podléhaji stejnému rozdéleni
jako Casti realné

e pokud A € GSE, S je symplekticka, pak S™*AS € GSE

@ pozn. S je symplekticka, pokud STBS = B, kde B je antisymetricka
regularni matice

o kazda hermitovska ndhodna matice je charakterizovana
parametrem [, jez popisuje jeji spektralni vlastnosti

e GOE-p=1
e GUE-p =2
o GSE-p =4
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Spekra ndhodnych matic
°

Vlastni ¢isla obecnych nahodnych matic - Girkav zakon

@ uvazme obecnou matici Fadu n s prvky z rozdéleni N'(0,1)
@ urceme jeji vlastni ¢isla a tato normalizujme hodnotou /n
@ vlastni ¢isla budou obecné& komplexni

@ s rostouci hodnotou fadu matice se vlastni ¢isla "stahuji" do
jednotkového kruhu se stfedem v pocatku komplexni roviny

@ normalizovana vlastni &isla jsou v tomto kruhu rovnomérné
rozlozena

@ hustota pravdépodobnosti normalizovanych vlastnich Cisel je
tedy dana vztahem

F(A) =0(1 = A))

1
us
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Spekra ndhodnych matic
°

Girkav kruhovy zakon - numericka simulace
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Spekra ndhodnych matic
°

Vlastni ¢isla herm. ndhodnych matic - Wignertiv zakon

@ vlastni ¢isla hermitovskych matic (s prvky z C i H) jsou reélna

@ rozdéleni vlastnich &isel hermitovskych ndhodnych matic je
popsano tzv. Wignerovym polokruhovym zakonem

@ v pfipadé matic z tfid GOE, GUE a GSE plati

F(A) = 0(p(A) = [A)Cy/p(A)> = A2,

kde p(A) je spektralni polomér matic a C je normalizaéni

konstanta
2

— mp2(A)

@ spektralni polomér je dan vztahem

p = ky/n,
kde k = 2,3,4 pro GOE, GUE a GSE, v uvedeném poradi
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Spekra ndhodnych matic
.

Wigneriv polokruhovy zakon - numericka simulace

e priklad rozdéleni vlastnich Cisel matic tfidy GSE fadu 500
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Spekra ndhodnych matic
°

Unfolding a jednoduchy unfolding spektra

@ unfoldingem minime proces, pfi kterém je veli¢ina s libovolnym
rozdélenim pretransformovana tak, aby vykazovala rozdéleni
rovhomeérné

@ unfolding pfevadi spektrum rozdélené dle Wignerova zakona na
spektrum s rovnomérné rozdélenymi prvky

@ béhem unfoldingu se evidentné vytraci informace o spektru,
nebot rovnomérné rozdéleni ma mezi viemi rozdélenimi na
konecném intervalu nejvétsi entropii

@ existuje nékolik moznosti, jak provést unfolding

@ v pripadé unfoldingu spekter hermitovskych matic staci
spektrum ofiznout, tj. zanedbame vlastni Cisla jez pfesahuji
urcitou hodnotu (napf. 50% spektralniho poloméru)

@ opét dochazi ke ztraté informace diky zanedbani
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Spekra ndhodnych matic
°

Vzdalenost usporadanych vlastnich Cisel

@ vlastni ¢isla hermitovskych ndhodnych matic jsou realna, Ize je
tedy usporadat
@ dale je mozné urcit rozdily po sobé jdoucich vlastnich ¢isel

@ vlastni Cisla jsou nahodné veli€iny, jejich rozdily jsou také
nahodnou veli¢inou s urcitym rozdélenim (tzv. spacing
distribution)

@ neni znama presna podoba hustoty pravdépodobnosti zminéné
veli¢iny, ale pouze vice & méné kvalitni odhady

@ priibéh hustoty pravdépodobnosti zavisi na tfidé, do které dana
matice nalezi
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Spekra ndhodnych matic
®0

Aproximace hustoty pravdépodobnosti spacing distribution

@ prehled aproximaci hustoty pravdépodobnosti usporadanych
vlastnich ¢isel hermitovskych matic

o Wignerova domnénka (1958):

fwig(r) =~ H(r)ArﬁefB"2

o lzrailevova formule (1988):

fi.(r) = 6(r)A (%)B e e (B

o lzrailev - Casati - Molinariho rozdéleni (1991):

fiem(r) ~ (DA (1 + BBr)g@e= e =2 (1-3)r,
kde
28

g(B) = 5

(1 - ﬂ) —0,16874
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Spekra ndhodnych matic
oce

|zrailevova formule pro GOE, GUE a GSE

o0&
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— GOE
—GUE
—GSE
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Spekra ndhodnych matic
°

Spektralni rigidita - zakladni definice a vztahy

@ mé&jme unfoldovana vlastni Cisla nahodné hermitovské matice,
normalizujme je tak, aby stfedni hodnota jejich vzdalenosti
byla rovna jedné

@ dale je umistéme na realnou osu

e vezméme vzdy interval délky L a urCeme pocet vlastnich Cisel,
jez se na tomto intervalu nachazeji (interval postupmé
"pokladame" na realnou osu od nejmensiho vlastniho Eisla az
PO nejvétsi)

o jelikoz vlastni €isla jsou nahodna, je také jejich pocet na
daném intervalu nahodna veli¢ina (ozn. n(L))

e plati, ze stfedni hodnota n(L) je rovna L, nebot stfedni
vzdalenost vlastnich Eisel je 1
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Spekra ndhodnych matic
°

Spektralni rigidita - zakladni definice a vztahy

e rozptyl veli¢iny n(L) nazveme spektralni rigiditou (ve starsi
literatufe Ciselny rozptyl, number variance) a oznacime A(L)

@ je ziejmé, ze spektralni rigidita dobfe popisuje spektrum
matice

e Cim vétsi je hodnota A(L) tim, vétsi je také rozptyl vlastnich
Cisel

o dale s rostouci A(L) roste také kolisani vzdalenosti vlastnich
Cisel

o hodnota spektralni rigidity se odviji od hodnoty parametru 3
jez popisuje danou matici
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Spekra ndhodnych matic

Spektralni rigidita matic GOE, GUE a GSE

e zavedme Eulerovu konstantu v = 0,57721
@ spektralni rigidita matic tfid GOE, GUE a GSE

o trida GOE:
Agoe(L) = % (In(27rL) +y+1- 7:)
o tfida GUE:
Ague(Ll) ~ % (In(27L) +~v+1)
o tfida GSE:

1 s
Acse(L) ~ 5 (In(4rl) +7+1+ %)
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Spekra ndhodnych matic

Spektralni rigidita matic GOE, GUE a GSE

——GOE
—GUE
—GSE

o z grafli je zfejmé, Ze uvedené vztahy lze pouzit pouze pro
L > 1, nebot pro malé hodnoty predpovidaji zaporny rozptyl!
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Podékovani

Dekuji za pozornost!

o Mz
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