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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Cut and project

Stručně o kvazikrystalech

Modelovány pomoćı cut and project množin -
projekce m-dimenzionálńı mř́ıžky do n-dimenzionálńıho prostoru
x2 = x + 1, kǒreny β, β′; pro názornost budem použ́ıvat τ
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Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Cut and project

Stručně o kvazikrystalech

Automorfismus ′ : Q[τ ]→ Q[τ ]

(a + bτ)′ = a + bτ ′

Definice

Jednodimenzionálńı cut and project kvazikrystal je množina

Σ(Ω) = {x ∈ Z[τ ′] | x ′ ∈ Ω}, a

kde Ω je omezený interval v R s neprázdným vniťrkem. Ω se nazývá

”
okýnko“.

aZ[τ ] = {a + bτ | a, b ∈ Z}
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Stručně o kvazikrystalech

Věta

Necht’ Σ(Ω) je kvazikrystal. Potom má Σ(Ω) následuj́ıćı vlastnosti:

i) Posun
Σ(Ω + λ′) = Σ(Ω) + λ

ii) Zvěťseńı/zmenšeńı
Σ(τ iΩ) = (τ ′)iΣ(Ω)

Věta

Necht’ Σ(Ω) je kvazikrystal. Až na zvěťseńı/zmenšeńı a posun můžeme
p̌redpokládat 0 ∈ Ω = [c , d) a d − c ∈ [1, τ). Dále můžeme volit
počátečńı bod kvazikrystalu x0 = 0.
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Implementace APRNG
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Stručně o kvazikrystalech

Věta

Necht’ Σ(Ω) je kvazikrystal s
”

okýnkem“ Ω = [c , d), kde d − c ∈ [1, τ).
Necht’ (xi )i∈Z je uspǒrádaná posloupnost bod̊u množiny Σ(Ω). Potom
Σ(Ω) splňuje jednu z podḿınek:

i) Pokud d − c = 1, pak Σ(Ω) je dvoudlaždicový kvazikrystal,
konkrétně pro každé i

xi+1 − xi ∈ {τ, τ 2}

a každá z těchto vzdálenost́ı se nabývá nekonečněkrát.

ii) Pokud d − c 6= 1, pak Σ(Ω) je ťŕıdlaždicový kvazikrystal, konkrétně
pro každé i

xi+1 − xi ∈ {1, τ, τ 2}

a každá z těchto vzdálenost́ı se nabývá nekonečněkrát.
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Stručně o kvazikrystalech

Věta

Necht’ Σ(Ω) = Σ[c , d), d − c =∈ [1, τ) je kvazikrystal. Necht’ ΣS ,ΣM ,ΣL

jsou množiny bod̊u z Σ(Ω) takové, že

i) ΣS = {xi ∈ Σ(Ω) | xi+1 − xi = 1},
ii) ΣM = {xi ∈ Σ(Ω) | xi+1 − xi = τ},
iii) ΣL = {xi ∈ Σ(Ω) | xi+1 − xi = τ 2}.
Pak plat́ı

i) ΣS = {x ∈ Z[τ ] | x ′ ∈ ΩS = [c , d − 1)},
ii) ΣM = {x ∈ Z[τ ] | x ′ ∈ ΩM = [c + 1

τ , d)},
iii) ΣL = {x ∈ Z[τ ] | x ′ ∈ ΩL = [d − 1, c + 1

τ )}.
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Úvod do kvazikrystal̊u
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Implementace APRNG
Cut and project

Stručně o kvazikrystalech

Definice

Necht’ Σ(Ω) = Σ[c , d), kde d − c ∈ [1, τ). Potom definujeme krokovaćı
funkci f : Ω→ Ω jako

f (x) =


x + 1 pro x ∈ ΩS = [c , d − 1),
x − 1

τ pro x ∈ ΩM = [c + 1
τ , d),

x − 1
τ 2 pro x ∈ ΩL = [d − 1, c + 1

τ ).
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Stručně o kvazikrystalech

Věta

Necht’ Σ(Ω) = Σ[c , c + d) je takový kvazikrystal, že 1 ≤ d < τ . Potom
jsou hustoty dlaždic S, M a L následuj́ıćı: 1

d (d − 1), 1
d (d − 1

τ ), 1
d (τ − d).
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Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Mı́cháńı PRNG pomoćı cut and project kvazikrystal̊u

Malé shrnut́ı z minula

LCG:

Xn+1 = (aXn + c) mod m

c a m jsou nesoudělné; a− 1 je násobkem každého prvoč́ısla, které
děĺı m; a− 1 je násobkem 4, pokud je i m násobkem 4.

MCG:

LCG, kde c = 0
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Konstrukce aperiodických generátor̊u
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Konstrukce aperiodických generátor̊u

Věta (!!!)

Necht’ Z je pseudonáhodná posloupnost generovaná APRNG použit́ım
dvoudlaždicového kvazikrystalu kombinováńı 2 periodických PRNG.
Pokud maj́ı stejnou množinu Γ racionálńıch výstupńıch hodnot, potom
dostatečně dlouhý segment ze Z nemá žádnou mř́ıžkovou strukturu.
(Jinými slovy - libovolná rodina nadrovin pokrývaj́ıćıch všechny t-tice v
dostatečně dlouhém segmentu Z pokrývá také všechny t-tice
(a1, . . . , at) ∈ Γ.)
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Konstrukce aperiodických generátor̊u

Nutné implementovat

LCG

Generováńı kvazikrystalu

Symbolicky
Numericky
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Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Prostorová složitost Ω(log n) - na dnešńıch poč́ıtač́ıch můžeme
procházet neuvě̌ritelně dlouhý prefix

Možnost daľśıho prodloužeńı možného generovaného slova změnou
substituce (pro každý kvazikrystal existuje spočetně mnoho
substitućı)
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Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

1) Konstrukce zásobńıku

Patro Uložené faktory
0. 0
1.
2.
3.

u = ϕ3(0)
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Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

1) Konstrukce zásobńıku

Patro Uložené faktory
0. 0
1. 010
2.
3.

u = ϕ2(010)
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

1) Konstrukce zásobńıku

Patro Uložené faktory
0.
1. 010
2. 010
3.

u = ϕ(010)ϕ2(10)
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Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

1) Konstrukce zásobńıku

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2. 010
3. 010

u = 010ϕ(10)ϕ2(10)
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Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

1) Konstrukce zásobńıku

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2. 10
3. 010

u = 010ϕ(10)ϕ2(10)
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Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2. 10
3. 010

Zbývá ke zpracováńı: ϕ(10)ϕ2(10)

Źıskaný prefix: 010
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2. 0
3. 01

Zbývá ke zpracováńı: 01ϕ(0)ϕ2(10)

Źıskaný prefix: 010
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2. 0
3. 01

Zbývá ke zpracováńı: ϕ(0)ϕ2(10)

Źıskaný prefix: 01001
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1. 10
2.
3. 010

Zbývá ke zpracováńı: 010ϕ2(10)

Źıskaný prefix: 01001
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Úvod do kvazikrystal̊u
Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1.
2.
3. 010

Zbývá ke zpracováńı: 010

Źıskaný prefix: 010010100100101001
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Konstrukce APRNG

Implementace APRNG
Symbolické generováńı kvazikrystalu

Generováńı pomoćı substituce

Př́ıklad

Generováńı prefixu u = ϕ3(0) Fibonacciho slova limn→+∞ ϕn(0), kde
ϕ(0) = 010, ϕ(1) = 01.

2) Samotné generováńı prefixu

Patro Uložené faktory
0.
1.
2.
3. 010

Zbývá ke zpracováńı:

Źıskaný prefix: 010010100100101001010 = ϕ3(0)
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Generováńı pomoćı substituce
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Děkuji za pozornost :-)
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